Stereometria
Stereometria je tá časť matematiky, ktorá študuje geometriu priestoru, zaoberá sa vlastnosťami priestorových útvarov a vzťahmi medzi nimi. 







Základné útvary:  
bod – A, B, C, K, X, 

                                






priamka – a, b, p, q, 

                                






rovina – α, β, γ, δ, ς, 

Vzťahy medzi základnými útvarmi:

Veta 1 (o určenosti priamky): Priamka je jednoznačne určená 2 rôznymi bodmi

Veta 2 (o určenosti roviny): Rovina 
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 je jednoznačne určená:  

· 3 rôznymi bodmi, neležiacimi na jednej priamke (nekolineárnosť), 
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· priamkou a bodom, ktorý na nej neleží, 
[image: image3.wmf]Ap

=

V


· 2 priamkami, ktoré sú alebo rôznobežné alebo rovnobežné rôzne, 
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Veta 3: Ak 2 body priamky patria rovine, celá priamka patrí rovine.   

Veta 4: Ak 2 rôzne roviny majú spoločný bod, potom majú spoločnú priamku prechádzajúcu týmto bodom a okrem bodov tejto priamky nemajú roviny už žiadne spoločné body. Spoločná priamka sa nazýva  priesečnica rovín
Veta 5: K danej priamke môžeme viesť daným bodom práve jednu rovnobežku.

vzájomné polohy priamok a rovín

Klasifikácia vzájomných polôh 2 priamok p,q:

	ležia v 1 rovine
	neležia v 1 rovine

	p ∩ q = Ǿ
	p ∩ q = {P}
	p ∩ q = p
	p ∩ q = Ǿ

	rovnobežné rôzne

p ║ q
	rôznobežné

p ╫ q
	rovnobežné  totožné

p ║ q ,  q ≡ q
	mimobežné


Klasifikácia vzájomných polôh 2 rovín α,β:

	α ∩ β = p
	α ∩ β = β
	α ∩ β = Ǿ

	rôznobežné

α ╫ β

	rovnobežné totožné

α ║ β ,  α ≡ β
	rovnobežné rôzne 

α ║ β


Klasifikácia vzájomných polôh priamky p a roviny α
	p ∩ α = {P}
	p ∩ α = p
	p ∩ α =  Ǿ

	priamka  rôznobežná s rovinou

p ╫ α

	priamka leží v rovine

p ║ α ,  p ∈ α
	priamka rovnobežná s rovinou

p ║ α


Rovnobežnosť

Vzťah „byť rovnobežný“ zapisujeme symbolom ║ (napr. m║n, a║δ ). 

Veta 1: Ak 2 rovnobežné priamky majú spoločný bod, tak sú totožné.


  Ak 2 rovnobežné roviny majú spoločný bod, tak sú totožné.


  Ak priamka rovnobežná s rovinou má s ňou spoločný bod, tak v nej leží.


Z planimetrie vieme, že pre všetky priamky p, q, r  v rovine platí: Ak je p║q  a  q║r, tak  p║r. Podobné vlastnosti má aj rovnobežnosť v priestore.

Veta 2 (Tranzitívnosť rovnobežnosti): 
a) Ak sú 2 priamky rovnobežné s tou istou priamkou, tak všetky 3 sú navzájom rovnobežné.

b) Ak sú 2 roviny rovnobežné s tou istou rovinou, potom všetky 3 sú navzájom rovnobežné. 

c) Ak jedna z 2 rovnobežných priamok je rovnobežná s rovinou, potom aj druhá priamka je rovnobežná s tou rovinou.

d) Ak je priamka rovnobežná s jednou z dvoch rovnobežných rovín,tak je rovnobežná aj s druhou rovinou.

Tvrdenie: 2 priamky rovnobežné s tou istou rovinou sú rovnobežné.  

Tento výrok je nepravdivý, dokážeme to sporom, negácia výroku: Existujú 2 priamky rovnobežné s jednou rovinou, ktoré nie sú navzájom rovnobežné. Stačí zobrať kocku ABCDEFGH a napríklad priamky EF a EH a rovinu ABC. 

Veta 3 (Kritérium rovnobežnosti priamky a roviny): Priamka je rovnobežná s rovinou práve vtedy, ak v rovine existuje priamka, ktorá je rovnobežná s danou priamkou. 

Nasledujúca veta umožňuje pomerne rýchlo zistiť rovnobežnosť 2 rovín.
Veta 4 (Kritérium rovnobežnosti rovín): Ak rovina obsahuje 2 rôznobežné priamky, ktoré sú rovnobežné s druhou rovinou, potom sú tieto 2 roviny rovnobežné.

KOLMOSŤ
Definície:

· Priamky sú na seba kolmé, ak ich uhol je pravý.

· Priamka je kolmá na rovinu práve vtedy, keď je kolmá na každú priamku tejto roviny.

· Rovina je kolmá na inú rovinu práve vtedy, ak je kolmá na niektorú z priamok tejto roviny.

Vety:

· Ak je priamka kolmá na 2 rôznobežné priamky roviny, tak je kolmá na rovinu.

· Ak 2 rôznobežné roviny sú kolmé na tú istú rovinu, tak aj ich priesečnica je kolmá na túto rovinu.

· Daným bodom možno viesť k danej rovine jedinú kolmú priamku.

· Daným bodom možno viesť k danej priamke jedinú kolmú rovinu.

Vzťahy medzi kolmosťou a rovnobežnosťou:

· Ak 
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· Všetky priamky kolmé na tú istú rovinu sú navzájom rovnobežné.

· Všetky roviny kolmé na tú istú priamku sú navzájom rovnobežné.

VZDIALENOSŤ
· 2 útvarov: U a V v priestore rozumieme najmenšiu vzdialenosť |XY|, kde X ε U a Y ε V. 

· bodu od priamky: je vzdialenosť bodu od jeho kolmého priemetu do tejto priamky. 

· bodu od roviny: je vzdialenosť bodu od jeho kolmého priemetu do tejto roviny. 

· 2 rovnobežných priamok: je vzdialenosť ľubovoľného bodu jednej priamky od druhej. 

· mimobežných priamok: je veľkosť najkratšej priečky. Najkratšia priečka mimobežných priamok je os mimobežiek. Spája bod prvej mimobežky s bodom druhej mimobežky a je na obidve kolmá. 

· 2 rovnobežných rovín: je vzdialenosť ľubovoľného bodu jednej roviny od druhej
ODCHÝLKA
Uhol dvoch priamok p,q:

	p,q rôznobežné 
	p,q rovnobežné
	p,q mimobežné
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Uhol priamky 
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 s rovinou 
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, je uhol priamky 
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 s priamkou 
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, ktorá je priesečnicou roviny
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 s rovinou
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, ktorá prechádza priamkou 
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 kolmou na rovinu 
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Uhol dvoch rovín 
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, je uhol ich priesečníc s rovinou
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, ktorá je na ne kolmá.

VETA:  Uhol dvoch rovín je uhol dvoch priamok kolmých na tieto roviny 
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 je to uhol priamok kolmých na ich priesečnicu. 

Postup: 
[image: image22.wmf]q

p

,

,

Ð

=

Ð

=

f

a

j

, kde 
[image: image23.wmf](

)

(

)

s

q

q

s

p

p

^

Ù

Î

Ù

^

Ù

Î

b

a

, pričom 
[image: image24.wmf]b

a

Ç

=

s

.

Presné metódy zobrazenia trojrozmerného priestoru do dvojrozmernej roviny skúma samostatná matematická disciplína, ktorá sa nazýva deskriptívna geometria. Vypracovala viacero takých metód, z ktorých najjednoduchšia, a pritom dostatočne názorná, je rovnobežné premietanie.

Rovnobežné premietanie je určené nejakou rovinou π a priamkou s, ktorá pretína π práve v jednom bode. Rovina π sa nazýva priemetňou, priamka s určuje smer premietania. Priemet X´ ľubovoľného bodu X získame takto: Bodom X vedieme priamku sX  rovnobežne s priamkou s; X´ je priesečník priamky sX  s priemetňou 
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V praxi možno za rovnobežný priemet nejakého predmetu považovať jeho tieň, ktorý vrhá pri slnečnom osvetlení na dostatočne hladkú a rovnú plochu.

Pri konštrukcii rovnobežných priemetov priestorových útvarov využívame tieto vlastnosti rovnobežného premietania:

1. Obrazom priamky je priamka alebo bod.

2. Obrazom dvoch rovnobežných priamok sú dve rovnobežné priamky alebo dva body.

3. Ak sa rovnobežné priamky p, q zobrazia do priamok, tak obrazom úsečiek AB, CD, ktoré v tomto poradí ležia na priamkach p, q, sú úsečky A´B´, C´D´, pričom 
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4. Geometrické útvary ležiace v rovinách rovnobežných s priemetňou (hovoríme im priečelné roviny) sa zobrazia do útvarov s nimi zhodných.

Útvary neležiace v priečelných rovinách sa pri rovnobežnom premietaní skresľujú. 

Obrazy priestorových útvarov v rovnobežnom premietaní sú jednoznačne určené obrazom jednej kocky. Kocku ABCDEFGH najčastejšie zobrazujeme tak, že rovnobežníky A´B´F´E´ a D´C´G´H´ sú štvorce, 
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PRÍKLADY

Aktívne ovládať základné stereometrické vety

1) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Dvoma rôznymi bodmi prechádza jediná priamka 

b) Dvoma bodmi prechádza jediná priamka

c) Dvoma rôznymi bodmi môžu prechádzať dve rôzne priamky

2) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Ak ležia dva rôzne body v rovine, priamka nimi určená nemusí ležať v tejto rovine 

b) Ak ležia dva rôzne body v rovine, priamka nimi určená leží tiež v tejto rovine

c) Ak ležia dva rôzne body v rovine, priamka nimi určená môže ležať tiež v tejto rovine 

3) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Priamkou a bodom, ktorý na nej neleží sú určené dve rôznobežné roviny 

b) Priamkou a bodom je určená jediná rovina 

c) Priamkou a bodom, ktorý na nej neleží, je určená jediná rovina 

4) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Tromi rôznymi bodmi prechádza jediná rovina 

b) Tromi rôznymi bodmi, ktoré neležia na jednej priamke, môžu prechádzať tri rôzne roviny 

c) Tromi rôznymi bodmi, ktoré neležia na jednej priamke, prechádza jediná rovina 

5) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Dve rôzne priamky, ktoré nemajú spoločný bod, sú mimobežky. 

b) Dve rôzne priamky, ktoré nemajú spoločný bod, sú rovnobežky. 

c) Dve priamky, ktoré nemajú spoločný bod, sú buď mimobežky alebo rovnobežky.

6) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Ak majú dve rôzne roviny spoločný bod, tak majú aj spoločnú priamku, ktorá týmto bodom prechádza. Inak už nemajú spoločný žiaden ďalší bod. 

b) Ak majú dve roviny spoločný bod, tak majú aj spoločnú priamku, ktorá týmto bodom prechádza. Inak už nemajú spoločný žiaden ďalší bod. 

c) Ak majú dve rôzne roviny spoločný bod, tak majú aj spoločnú priamku, ktorá týmto bodom prechádza. Okrem tejto priamky môžu mať aj ďalší spoločný bod. 

Klasifikovať vzájomnú polohu dvoch priamok

1) Daná je kocka ABCDEEFGH. Body U, V sú stredy hrán AE, CG. Dokážte, že priamky HU a BV sú rovnobežné.

2) Priamky MN, PQ sú mimobežné. Určte vzájomnú polohu priamok MQ, NP.

3) Daná je kocka ABCDEFGH. Určte vzájomnú polohu priamky EH a spojnice stredov hrán BF a CG.

4) Daná je kocka ABCDEFGH. Body P, Q, R, S sú stredy stien ADHE, ABFE, BCGF, CDHG. Určte vzájomnú polohu priamok PQ a RS.

5) Daná je kocka ABCDEFGH. Zistite:

a) koľko rôznych mimobežných priamok určujú vrcholy tejto kocky 

b) koľko párov rôznobežných priamok určujú vrcholy tejto kocky

6) Vymenujte všetky priamky, ktoré prechádzajú bodom H a niektorým ďalším vrcholom kocky ABCDEFGH a sú s priamkou AB 

a) rovnobežné 


b) rôznobežné 

c) mimobežné

7) Body P, Q, R sú stredmi hrán GH, CG, CD kocky ABCDEFGH. Určte aspoň tri priamky, ktoré sú s priamkou EP

a) rovnobežné 


b) rôznobežné   

c) mimobežné

Klasifikovať vzájomnú polohu priamky a roviny

1) Predĺžte ľubovoľnú hranu kocky ABCDEFGH  a uveďte tie steny kocky, s ktorými je rovnobežná.

2) Zobrazte štvorboký pravidelný ihlan ABCDV a zostrojte jeho rez rovinou ACM, kde M je stred bočnej hrany BV. Dokážte, že priamka VD je s rovinou ACM  rovnobežná. 

3) Priamka p je 

a) rôznobežná 



b) rovnobežná 

s rovinou . Priamka q je ľubovoľná priamka roviny . Aké vzájomné polohy môžu mať priamky p, q ? 

4) Daná je kocka ABCDEFGH. Vymenujte všetky roviny, ktoré obsahujú bod H a ďalšie dva vrcholy kocky, ktoré sú s priamkou AB
a) rovnobežné 



b) rôznobežné

5) Vymenujte všetky priamky, ktoré prechádzajú bodom H a niektorým ďalším vrcholom kocky ABCDEFGH a ktoré sú s rovinou ABC 

a) rovnobežné 



b) rôznobežné

6) Určte pravdivostnú hodnotu nasledujúcich výrokov:

a) Priamka a je rovnobežná s rovinou α práve vtedy, ak v rovine α existujú aspoň dve rôznobežky, ktoré sú rovnobežné s priamkou a

b) Priamka a je rovnobežná s rovinou α práve vtedy, ak v rovine α existuje priamka, ktorá je rovnobežná s priamkou a 

c) Priamka a je rovnobežná s rovinou α práve vtedy, ak v rovine α existuje priamka, ktorá je rôznobežná s priamkou a 

Klasifikovať vzájomnú polohu troch rovín
1) Dané sú dve kocky so spoločnou stenou, ABCDEFGH a ABCDIJKL. Určte prienik každých dvoch z daných trojíc rovín, potom všetkých troch:

a) IJK, ABC, EFG



b) ABC, EFG, BCH

c) JKG, ABC, BCH


d) BCH, JKG, IJK

e) IJF, JKG, IJK

2) Dané sú tri rôzne roviny (, (, (. Nech (, ( sú rôznobežné roviny, ktoré sa pretínajú v priamke c a nech priamka c pretína rovinu ( v bode P. Dokážte, že v tomto prípade každé dve z rovín (, (, ( sa pretínajú v priamke, ktorá prechádza bodom P. 

3) Dokážte, že pre každé tri rôzne roviny (, (, ( platí: Ak rovina ( pretína dve rovnobežné roviny (, (, tak tieto priesečnice sú navzájom rovnobežné.

4) Určte na rovnobežnostene ABCDEFGH trojice rovín, z ktorých dve sú rovnobežné a tretia je s nimi rôznobežná. Určte aj trojicu rovín, z ktorých každé dve sú rôznobežné a priesečnice každých dvoch z uvažovaných rovín sú

a) rôznobežné



b) rovnobežné a rôzne

c) splývajúce

5) Body K, L, M sú postupne stredy hrán AE, BF, CG kocky ABCDEFGH. Určte vzájomnú polohu, prípadne určte aj priesečnice rovín:

a) ABC, EFG, KLM


b) ADH, BCG, HKL
c) HEB, CFG, ABC


d) ELM, BCG, ABC

e) HMB, HDC, ABC 
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